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1. ENONCE DES RE SULTATS
L’ensemble des multiples B(A) d’une suite A/N est par de finition la
collection de tous les multiples positifs des e le ments de A; B(A) :=A .N.
La densite dS d’une suite S/N est par de finition limx  +((card S &
[0, x])x) lorsque la limite existe.
On s’inte resse a l’ensemble des multiples B* (n) de la suite
D* (n)= .
d | n
]d, (1+(log n)&*)d] & N.
Soit Q la fonction de finie sur R+* par
Q(:)=: log :&:+1.
Nous avons e tabli pre ce dement
The ore me A (Raouj [R95a]). On a pour 0*<** :=log 4&1
1&e&c* - log2 ndB* (n)1&(log n)&Q(;)+o(1) p.p. (1.1)
avec ;=((1+*)log 2)&1 et ou c* est une constante positive, de pendant
uniquement de *.
The ore me B (Raouj [R95b]). On a
dB* (n)=(log n)&F(*)+o(1) p.p. (1.2)
ou l'on a pose
0 si 0***=log 4&1,
F(*)={Q(;) si **<****=log 8&1 avec ;=((1+*)log 2)&1,*&log 2 si ***<*.
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Notre but ici est d’estimer le nombre des entiers n exceptionnels, au sens
ou la densite dB* (n) n’est pas proche de 1. Nous obtenons le re sultat
suivant
The ore me 1. Soient 0*<**=log 4&1, 0<=0< 12 et xx0(*, =0).
Posant
N(x; *, =0) :=|[nx : dB* (n)<1&=0]| ,
on a
x(log x)&Q(;)+o(1)N(x; *, =0)xe&c* - log2 x (1.3)
avec ;=((1+*)log 2)&1, c* une constante positive de pendant de *.
Nous commenc ons par e tablir les lemmes utiles.
2. LEMMES
Le lemme suivant du^ a Halberstam et Richert [HR79] et ge ne ralisant un
re sultat de Hall, nous sera tre s utile.
Lemme 1 (voir [T90]). Si f est une fonction multiplicative, positive et a
laquelle on peut associer un couple (*1 , *2) de R+_[0, 2[ tel que pour tout
nombre premier p et pour tout entier j>0 on ait
f (p j )*1 * j&12
alors, pour tout re el x2
:
nx
f (n)67(1+9*1+*1 *2(2&*2)&2)x ‘
px
(1&p&1) :
j0
f (p j ) p&j.
(2.1)
Le re sultat suivant du^ a Shiu [S80] nous sera utile. On conside re
la classe F des fonctions multiplicatives ve rifiant les deux proprie te s
suivantes:
(F1) Il existe une constante A1>0 telle que pour tout nombre
premier p et pour tout entier &>0
0 f (p&)A&1 .
(F2) Pour tout =>0, il existe une constante A2=A2(=) telle que pour
tout entier n positif
f (n)A2 n=.
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Lemme 2. Soient f # F, 0<:<12, x:<yx. Alors, on a uniforme -
ment pour y et x,
:
x&y<nx
f (n) Rf, : y(log x)&1 exp \ :px f (p)p+ . (2.2)
Lemme 3 (voir [HR66, p. 147]). Soient n1, (x1 , ..., xn) # (R+)n.
Posant pour chaque entier k de [1, ..., n] Sk :=I/[1, ..., n], |I|=k >i # I xi ,
on a
Sk{1&\k2+
ni=1 x
2
i
S 21 =
S k1
k!
. (2.3)
Nous de signons par
+ la fonction de M$bius de finie par
+(n) :={(&1)
|(n)
0
si n est sans facteur carre ,
sinon;
|(n) le nombre des facteurs premiers distincts de l’entier n.
Soit =1 une fonction positive telle que limx  + =1(x)=0 et
limx  + (log x)
=1(x)=+. Posons
U=U(x) :=exp(log x)=1(x),
N1(x; :, U) := [nx : +(n)2=1, |(n): log2 x, P&(n)>U]
N1(x; :, U) := |N1(x; :, U)| .
Lemme 4. Pour : # ]0, 1[ et xx0(:), on a
N1(x; :, U)2x(log x)&Q(:) (log U)&:&:=1(x) (log2 x)Q(:)&32. (2.4)
De monstration. Posons W :=x1log2 x, K(x) :=[: log2 W]. On remar-
que que parmi les entiers n compte s dans N1(x; :, U) figurent tous les
entiers n$ qui peuvent s’e crire sous la forme n$=ap avec les conditions
(i) apx
(ii) |(a)=K, +(a)2=1
(iii) U<P&(a)P+(a)W
(iv) pW.
On voit que les relations (ii) et (iii) impliquent en particulier pour
xx0(:)
xaxW&|(a)x1&:W2,
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de sorte que la longueur de l’intervalle ]W, xa] est suffisamment grande
pour pouvoir estimer le nombre des nombres premiers p y appartenant. On
a donc
N1(x; :, U) :
q | a O U<qW
a
|(a)=K(x)
+(a)2 :
W<pxa
1. (2.5)
Les estimations de Tche bychev montrent alors que pour xx0(:)
:
W<pxa
1 r x(a log x).
D’ou
N1(x; :, U)rx(log x) :
a
+(a)2a. (2.6)
Appliquant le lemme 2 on a
:
a
+(a)2a(1&c(K)) { :U<pW 1p=
K
<K! (2.7)
avec
c(K)=K(K&1)2&1 \ :U<pW 1p
2+\ :U<pW 1p+
&2
.
L’hypothe se log2 x=o(1) implique c(K)R1U. Il de coule donc de la for-
mule de Mertens
:
a
+(a)2a(2.K!)&1 (log(log W(log U))+O(1log U))K. (2.8)
Il suit
N1(x; :, U)rx(log xK!)(log(log W(log U))+O(1log U))K. (2.9)
Par la formule de Stirling, il vient donc pour xx0(:)
N1(x; :, U)rx(log x)&1 :&[: log2 W]&12
_(log W): (log2 W)&12 (log U)&:&3:=14. (2.10)
Cela ache ve la de monstration du lemme. K
259DENSITE D’ENSEMBLES DE MULTIPLES, III
File: 641J 204705 . By:DS . Date:02:04:97 . Time:13:17 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2240 Signs: 825 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
On pose |(n, t) :=p | n, pt 1.
Lemme 4. Soient 0<=< 12, 0<:1. Pour x et U assez grands, on a
max
U<tx
|(n, t)log2 t(1+=): (2.11)
pour tous les entiers n de N1(x; :, U) sauf au plus
R:&1=&2x(log x)&Q(:) (log U)&:(1+=)&:Q(1+=).
De monstration. Posant
$ := (1+=):, k0 := [log2 U], K := [log2 x]+1, tk :=exp ek
(k0<kK),
N1* := :
n # N1(x; :, U)
{1 : maxk0<kK
|(n, tk)
k&1
>$= ,
on a pour tout (y, z) # ]0, 1]_]1, 32]
N1* :
k0<kK
z&$(k&1) :
n # N1(x; :, U)
z|(n, tk)
(log x)&: log y :
k0<kK
z&$(k&1) :
P&(n)>U
nx
z|(n, tk)y|(n). (2.12)
Le lemme 1 permet de majorer la somme inte rieure, il suit
:
P&(n)>U
nx
z|(n, tk)y|(n)R
x
log U \
log tk
log U+
yz&1
\ log xlog tk+
y&1
, (2.13)
et donc
N1*Rx(log U)&yz (log x)&: log y+y&1 :
k0<kK
e&kL($, y, z) (2.14)
ou l’on a pose L($, y, z) := &yz+y+$ log z.
Pour le choix y=:, z=$:=1+=, on a L=:Q(1+=)>0 et, puisque
:Q(1+=)  :=2, on obtient
N1*R:&1=&2x(log x)&Q(:) (log U)&:(1+=)&:Q(1+=). (2.15)
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De plus, e tant donne U<tx alors il existe un entier k, k0<kK, tel que
tk<ttk+1; donc |(n, t)|(n, tk+1) et k<log2 t. Si n n’est pas compte
dans N1* il de coule
|(n, t)$k<$ log2 t. K
Soit N2(x; :, U) la suite des entiers n n’exce dant pas x et satisfaisant aux
conditions suivantes
(i) +(n)2=1, |(n): log2 x, P&(n)>U
(ii) max
U<tx
|(n, t)log2 t:(1+=1), (=1=log2 U(log2 x)).
Notons N2(x; :, U) :=|N2(x; :, U)| .
Le lemme suivant est une conse quence imme diate des lemmes 3 et 4
pre ce dents.
Lemme 5. Pour 0<:<1, xx0(:), =1(x)=(log2 x)&12 log3 x,
U=exp(log x)=1(x), on a
N2(x; :, U)x(log x)&Q(:) (log U)&:&:=1(x)(log2 x)Q(:)&32. (2.16)
3. DE MONSTRATION DU THE ORE ME 3
V Majoration de N(x; *, =0). Soient 0*<log 4&1, 0<=0<12 et
xx0(*, =0). Puisque
N(x; *, =0) :
nx
(1&dB* (n))=0
=(1=0) :
nx
lim
X  +
(1X) :
mX
[1 : {(n, m, (log n)&*)=0] (3.1)
Alors, la majoration
N(x; *, =0) :=|[nx : dB* (n)<1&=0]|xe&c* - log2 x (3.2)
est une conse quence imme diate de la proposition suivante.
Notons {(n, m, y) :=d | n, t | m, 0<log(td )y +(dt)
2.
Proposition (voir [R95a]). Pour tout 0*<log 4&1, il existe c*>0
tel que l'on ait pour Xxx0(*)
|[(n, m) # [1, x]_[1, X] : {(n, m, (log n)&*)=0]|
xXe&c* - log2 x. (3.3)
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V Minoration de N(x; *, =0). Conside rons l’ensemble des multiples
B$* (n) de la suite
D$* (n) := .
d | n
]d, (+(log d )&*)d] & N
et
N$(x, *, =0) :=|[nx : dB$* (n)<1&=0]|N(x; *, =0).
Nous allons montrer que pour 0*log 4&1, 0<=0<12, xx0(*, =0)
N$(x, *, =0)x(log x)&Q(;)+o(1) (3.4)
avec ;=((1+*)log 2)&1.
Nous gardons jusqu’a la fin de la de monstration les notations suivantes:
0(n) le nombre des facteurs premiers de n compte s avec leurs ordres
de multiplicite .
0(n, t) le nombre des facteurs premiers p de n compte s avec leurs
ordres de multiplicite avec pt.
=1==1(x)=(log2 x)&13 log3 x, U=exp(log x)=1,
;=((1+*)log 2)&1, :=;&2=1 ,
N*(x, *, =0)=|[n # N2(x, :, U ) : dB$* (n)1&=0]| ,
M(X; x)=[mX : max
U<zX
0(m, z)log2 z1+=1].
En suivant une de monstration analogue a celle du Lemma 50.1 de [HT88],
on a pour XU
|M(X; x)|X(1&=2)
ou
=2  Q(1+=1)&1 (log U)&Q(1+=1).
Cela implique pour XX(x)
N*(x; *, =0) }{n # N2(x; :, U) : :m # B$*(n) & M(X, x) 1(1&=0&=2)X=} . (3.5)
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On a donc
N*(x; *, =0)( 12&=0&=1)
&1 :
n # N2(x; *, U)
:
m impair
m # M(X; x)
:
d<t’(d)d
d | m, t | m
1 (3.6)
avec ’(d )=(log d )&*.
Nous allons majorer le terme de droite de (3.6) par des sommes arith-
me tiques ponde re es. Pour cela, soient 0<y1 , y2 , y3 , y41, :1 :=(1+=1):,
S$1 := :
P&(n)>U
nU
+(n)2 :
mX
:
1<d- x
d | n
:
d<t(1+’(d))d
t | m
y|(’, d )&:1 log2 d1
_y0(m, 2d )&(1+=1) log2 2d2 :
|(n)&: log2 x,
S$2 := :
P&(n)>U
nU
+(n)2 :
mX
:
d>- x
d | n
:
d<t(1+’(d))d
t | m
y|(’, d )&:1 log2 d3
_y0(m, 2d )&(1+=1) log2 2d4 ,
on a d’apre s (3.6)
N*(x; *, =0)2(1&2=0&2=1)&1 (S$1+S$2). (3.7)
D’une part, on a
S$1R(log x)&: log : :
P&(d)>U
d- =
+(d)2 (log d)&:1 log y1&(1+=1) log y2
(:y1)|(d) :
d<t(1+’)d
y0(t)2 :
mXt
y0(m, 2d)2 :
P&(n)>U
mXd
:|(n)y|(n, d)1 +(n)
2.
Il de coule donc du lemme 1
S$1RxX(log U)&:y1 (log x)&Q(:) :
P&(d)>U
d- =
+(d)2 (log d)&E (:y1)|(d)d
_ :
d<t(1+’)d
y0(t)2 t (3.8)
ou l’on a pose
E :=&:1 log y1&(1+=1) log y2+y2&1+:y1&:.
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Comme l’ine galite d(log d)&*>d 13 est ve rifie e pour tout d>U alors
d’apre s le lemme 2, on a
:
d<t(1+’)d
y0(t)2 tR(log d)
y2&1&*.
Il vient ainsi
S$1RxX(log U)&:y1 (log x)&Q(:) :
P&(d)>U
d- x
+(d )2 (log d )E+y2&1&* (:y1)|(d )d
RxX(log U)&2:y1 (log x)&Q(:) |
+
log U
zE+y2+:y1&2&* dz
RxXL&1(log U)&2:y1&L (log x)&Q(:) (3.9)
ou l’on a pose L :=:1 log y1+(1+=1) log y2&2y2+2&2:y1+:+*
suppose >0.
En choisissant y1=12, y2=(1+=1)2, on obtient L= &:1 log 2+
Q(1+=1)&(1+=1+=1 :) log 2+1+*>4=1 et
S$1xX(log U)&:&3e1 (log x)&Q(:). (3.10)
D’autre part, on a
S$2(log x)&:1 log y3 :
- x<dx
(log d )&(1+=1) log y4 y|(d )3
_ :
d<t(1+’)d
y0(t)4 :
mXt
y0(m, ed)4 :
nxd
y|(n)3
RxX(log x)&:1 log y3 :
- x<dx
(log d)&(1+=1) log y4+y4&1
_\log 2xd +
y3&1
y|(d )3 d :
d<t(1+’)d
y0(t)4 t.
Par le lemme 2 on a donc
S$2RxX(log x)&:1 log y3 :
- x<dx
(log d )&(1+=1) log y4+2y4&2&*
_\log 2xd +
y3&1 y|(d )3
d
. (3.11)
Par inte gration par parties, on obtient donc
S$2RxX(log x)&:1 log y3 |
log x
(12) log x
zA(log(2x)&z)y3&1 dz
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ou l’on a pose
A :=2y4&3&(1+=1) log y4+y3&*.
Il vient donc
S$2 Ry3 xX(log x)
B (3.12)
avec B :=A&:1 log y3+y3 .
Le choix y3=:1 2, y4=(1+=1)2 implique
B=&Q(:1)+:1 log2&1+(1+=1) log 2&Q(1+=1)&*
<&Q(:)&3=1 ,
et on obtient
S$2xX(log x)&Q(:)&2=1. (3.13)
Les relations (3.7), (3.10) et (3.13) entra@^nent en conse quence pour
xx0(*, =0)
N*(x; *, =0)x(log x)&Q(:) (log U)&:&2=1. (3.14)
Or, l’ine galite
N$(x, *, =0)|N2(x; :, U)|&N*(x; *, =0) (3.15)
montre en vertu du lemme 5 et (3.14)
N$(x, *, =0)x(log x)&Q(:) (log U)&: G(x) (3.16)
avec
G(x)=(log U )&:=1(x) (log2 x)Q(:)&32&(log U )&2=1.
Cela ache ve la de monstration de la minoration de N $(x, *, =0) puisque
G(x)> 12 pour xx0(*, =0). K
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